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ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ 

Γ’ ΛΥΚΕΙΟΥ 

ΘΕΜΑTA ΓΙΑ ΠΡΟΕΤΟΙΜΑΣΙΑ 

ΣΤΙΣ ΠΑΝΕΛΛΑ∆ΙΚΕΣ 

ΘΕΜΑ Α 

Θεωρούµε συνάρτηση f:ℜ→ℜ  για την οποία ισχύει 

f 5(x) + f (x) = x3, για κάθε x∈ℜ. 

Να αποδείξετε ότι η f είναι συνεχής στο 0. 

Λύση: 

Αρκεί να αποδείξουµε ότι,  

x 0
lim
→

f (x) = f (0). 

Eφόσον, για κάθε x∈ℜ, ισχύει 

f 5(x) + f (x) = x3 , 

θέτουµε, για x = 0 στην τελευταία ισότητα, τότε 

f 5(0) + f(0) = 0 ⇔ f (0)⋅(f 4(0) + 1) = 0 ⇔ f (0) = 0, (1),  

διότι  

f 4(0) + 1 ≠ 0. 

Επίσης, για κάθε x∈ℜ είναι 

f 5(x) + f (x) = x3 
⇔f (x)⋅(f 4(x)+1) = x3 

⇔ f (x) = 

3

4

x

1 f (x)+
, 

διότι 

f 4(x) + 1≠0, για κάθε x∈ℜ. 

Eίναι λοιπόν 

3

4

x
f (x)

1 f (x)
=

+
 = 

3

4

x

1 f (x)+
 = 

3

3

4

x
x ,

1 f (x)
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 διότι  

f 4(x) + 1 > 1 ⇔ 
4

1
1

f (x) 1
<

+
, για κάθε x∈ℜ. 

Από την (1) ισοδύναµα προκύπτει 
3

f (x) x≤  ⇔ 
3 3

x f (x) x− ≤ ≤ ,για κάθε x∈ℜ. 

3

x 0
lim( x ) 0
→

− =  και 
3

x 0
lim( x ) 0
→

= . 

Σύµφωνα λοιπόν µε το κριτήριο παρεµβολής είναι
x 0
lim f (x) 0,
→

= (2). 

Από την (1) & (2) προκύπτει 

x 0
lim
→

f (x) = f (0), 

άρα η f είναι συνεχής στο 0. 
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ΘΕΜΑ B 

Nα αποδείξετε ότι η εξίσωση 

x3 – 7x + 3 = 0,  

έχει ακριβώς 3 ρίζες στο ℜ. 

Λύση: 

Θεωρούµε τη συνάρτηση 

f (x) = x3– 7x+3, x∈ℜ. 

Εφόσον η συνάρτηση f είναι πολυώνυµο 3ου, άρα η εξίσωση  

f (x)=0,  

έχει το πολύ 3 ρίζες στο ℜ (1), αρκεί να αποδείξουµε ότι η εξίσωση 

f (x) = 0,  

έχει τουλάχιστον 3 ρίζες στο ℜ. 

Επιλέγουµε συγκεκριµένα διαστήµατα στο ℜ ώστε να πληρούνται οι 

προϋποθέσεις του Θεωρήµατος Βοlzαno! 

Εφαρµόζουµε στην συνάρτηση f το Θεώρηµα Βοlzαno στο διάστηµα [– 3,0]. 

• Η f είναι συνεχής στο [– 3,0], ως πολυωνυµική. 

• f (– 3) = – 3  και  f (0) = + 3, άρα f (– 3)·f (0) < 0. 

Σύµφωνα µε το Θεώρηµα Βοlzαno, υπάρχει ένα τουλάχιστον x0∈(– 3,0):f (x0) = 0, 

δηλαδή η εξίσωση 

f (x) = 0, 

 έχει µια τουλάχιστον πραγµατική ρίζα στο (–3,0). 

Εφαρµόζουµε στην συνάρτηση f το Θεώρηµα Βοlzαno στο διάστηµα [0,1]. 

• Η f είναι συνεχής στο [0,1]. 

• f (0) = + 3  και  f (1) = – 3, άρα f (0)·f (1)< 0. 

Σύµφωνα µε το Θεώρηµα Βοlzαno, υπάρχει ένα τουλάχιστον x1∈(0,1): f (x1) = 0, 

δηλαδή η εξίσωση  

f (x) = 0, 

έχει µια τουλάχιστον ρίζα στο διάστηµα (0,1). 

Εφαρµόζουµε  στην συνάρτηση f το Θεώρηµα Βοlzαno στο διάστηµα [1,2]. 

• Η f είναι συνεχής στο [1,2]. 

• f (1) = – 3  και  f (2) = + 4, άρα f (1)⋅f (2) < 0. 

Σύµφωνα µε το Θεώρηµα Βοlzαno, υπάρχει ένα τουλάχιστον x2∈(1,2): f (x2) = 0, 
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δηλαδή η εξίσωση  

f (x) = 0,  

έχει µια τουλάχιστον ρίζα στο διάστηµα (1,2). 

Συνεπώς η εξίσωση 

f (x) = 0, 

έχει τουλάχιστον 3 ρίζες στο ℜ. (2). 

Από τις περιπτώσεις (1) & (2) προκύπτει ότι η εξίσωση  

f (x) = 0,  

έχει ακριβώς 3 ρίζες στο ℜ. 
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